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第4章

C1-135３　空間のベクトルの応用

B1
B2
C1
C2

平面の方程式
　まとめ3「平面のベクトル方程式」( p.C1-115)にもあるように，定点A(a)を通り，
法線ベクトル nに垂直な平面 å上の任意の点を P( p)とすると，
AP™n または AP=0 より，n・AP=0 だから，
　　　n・( p -a)=0　……①
　①は，平面 åのベクトル方程式 (内積表示)である．
　n=(a，b，c)，A(x0，y0，z0)，P(x，y，z) とすると，
　　　n・( p -a)=0　¤⁄　a(x - x0)+ b( y - y0)+ c(z - z0)=0　……②
　これを平面 åの方程式 (内積表示)という．
　さらに，点 A(a )を通り，u，v(u≠0，v≠0，u (v ) で張られる平面を ∫とす
ると，∫上の任意の点 P( p)は，
　　　p=a + su + tv (s，tは任意の実数)　……③
と表せる．これを平面 ∫のベクトル方程式
(媒介変数表示)という．
　では，この③について，x，y，zの方程式で表現することはできないだろうか．
　p=(x，y，z)，a=(x0，y0，z0)，u=(x1，y1，z1)，v=(x2，y2，z2) とし， 
u，vの両方に垂直なベクトルの 1つを n=(a，b，c)とする (nの求め方は 
p.C1-108 Story参照)．この nを③の両辺に内積として掛けると，n・u=0， 
n・v=0 に注意して，　n・p=n・a
　これより，
　　　ax + by + cz=ax0+ by0+ cz0 ¤⁄ a(x - x0)+ b( y - y0)+ c(z - z0)=0 
となり，②と一致する．この式を展開して - ax0- by0- cz0=d とおくと，
　　　ax + by + cz + d=0　……④
となる．これを平面の方程式 (一般形)という．
　④は，平面に垂直な法線ベクトルがわかれば，x，y，zの 1次の項が決まるこ
とを示している．よって，あとは通る 1点さえわかれば平面の方程式が決まる．

　②や④の x，y，zの 1次式として表される平面の方程式についても知ってお
くと大変便利なので，①，③と合わせてマスターしておくとよい．
　この練習問題については，p.C1-137例題 C1.70 を解いてみよう．
(補足 1)
　上で用いた，③の両辺に u，vの両方に垂直なベクトルを掛ける考え方はぜひ
マスターしておきたい．ちなみに，この考え方を用いて直線の方程式について考
えてみよう．

n

P(p)
A(a)å

P(p)

A(a)

u

∫ v
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C1-136 第４章　空間のベクトル

　平面における直線で点 a=(x0，y0) を通り方向ベクトルが d=(Ò，m) の直
線は，p=(x，y) を用いて，p=a + td ( tは実数)と表される．ここで，両辺に
dに垂直なベクトル n=(a，b) を内積として掛けると，n・d=0 に注意して，
n・p=n・a より，　ax + by=ax0+ by0
　- ax0- by0=c とおくと，ax + by + c=0 が導ける．

　では，空間における直線はどうであろうか．

　上と同様にして，空間における直線で，点 a=(x0，y0，z0) を通り方向ベクト
ルが d=(Ò，m，n) の直線は，p=(x，y，z) を用いて，p=a + td ( tは実数)
と表される．この式の両辺に dに垂直なベクトル n=(a，b，c) を掛けたいと
ころであるが，ここで大きな問題がある．

　先ほどの③においては，uと vの両方に垂直なベク
トルは 1つに決まり (向き，長さは別にして)，先で述
べた平面における直線においても dに垂直なベクトル
は 1つに決まる．
　ところが，空間において d=(Ò，m，n) に垂直なベ
クトルは 1つに決まらない．よって，この方法で表現
することはできない．これが，空間における直線の式
が x，y，zの 1次式で表せない理由の 1つとなってい
る．( p.C1-131 Column参照)

(補足 2)
　平面の方程式については，2 つのベクトル方程式 n・( p -a)=0 (内積形)，
p=a + su + tv (媒介変数形) とともに，ax + by + cz + d=0 (一般形) の形を
よく使うのに対して，空間の直線については，ベクトル方程式 p=a + td，また
はこれを座標で示した (x，y，z)=(x0，y0，z0)+ t(Ò，m，n) の方が圧倒的に
使い勝手がよい．

　一方，x-x0
Ò = y-y0

m = z-z0
n (標準形)は使い勝手が悪い．(ほとんど使わない．)

　このように，空間における平面と直線の方程式の扱い方が大きく異なる点に注
意したい．

u=(x1,y1,z1)

v=(x2,y2,z2)v,uに
垂直な
ベクトル

d=(Ò,m)

x

y

O

dに
垂直な
ベクトル

d=(Ò,m,n)
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C1-138 第４章　空間のベクトル

例　題 C1.71 2 平面のなす角 ＊＊＊＊

　 2つの平面
　　å:2x + y - z=3,∫:x - y -2z=3
について，次の問いに答えよ．
　⑴　å，∫のなす角 ß(0°≤ß≤90°)と交線の方程式を求めよ．
　⑵　 点 A(3，-2，1)を通り，2平面 å，∫に垂直な平面 ªの方程式を求 

めよ．

⑴　 平面 å,∫のなす角は，平面 å，∫上にある交線に垂
直な直線 Ò，mのなす角である．これは，平面 å，∫
の法線ベクトルを考えると，下の図のような位置関係
になる．

　　 2本の法線ベクトルのなす角を zとすると，
　　0°≦z≦90° のときは，　z=ß
　　z≧90° のときは，　z=180°- ß である．

　　 交線の方程式を求めるには，平面 å，∫の方程式を連立させて， 
1つの文字 xについて解いて，

　　　　x=( yの式)=(zの式)
　　となるようにすればよい．

⑵　 2つの平面が垂直に交わるとき，右の図のように，2
つの平面の法線ベクトルどうしも垂直になる．平面 ª
の法線ベクトルを

　　　　Ò=(a，b，c)
　　 として，Òが平面 å，∫の法線ベクトルに垂直である
ことを利用して Òを定める．

考え方 m

交線

ß
Òå

∫

平面∫

平面 å
ß

z=ß

z

平面∫

平面 å ß
z=180°-ß

180°-ßz
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第4章

C1-139３　空間のベクトルの応用

B1
B2
C1
C2

解答  　⑴　平面å，∫の法線ベクトルをそれぞれm，nとすると，
　　　　　　　　m=(2，1，-1)
　　　　　　　　n=(1，-1，-2)
　　　　　　m，nのなす角を z (0°≤z≤180°)とすると，
　　　　　　　cos z = m・n

|m||n| 

= 2・1+1・(-1)+(-1)・(-2)
6 6

= 12
　　　　　　したがって，z=60° より，　ß=z=60°
　　　　　　また，平面 å：2x + y - z=3　……①，
　　　　　　　　　平面 ∫：x - y -2z=3　……②
　　　　　の共有点全体が交線であるから，①，②より，
　　　　　　　　x=- y +1，x=z +2
　　　　　　よって，交線の方程式は，　x=- y +1=z +2
　　　　⑵ 　平面 ªの法線ベクトルを Ò=(a，b，c) (Ò≠0)と 

する．
　　　　　　⑴より，平面 å，∫の法線ベクトルは
　　　　　　　　m=(2，1，-1)
　　　　　　　　n=(1，-1，-2)
　　　　　で，Ò⊥m，Ò⊥n である．
　　　　　　したがって，
　　　　　　　Ò⊥m より，　Ò・m=2a + b - c=0
　　　　　　　Ò⊥n より，　Ò・n=a - b -2c=0
　　　　　　これより，　Ò=a(1，-1，1)
　　　　　 　よって，平面 ªは点 A(3，-2，1)を通るから，平 

面 ªの方程式は，
　　　　　　　　a(x -3)+(- a){ y -(-2)}+ a(z -1)=0
　　　　　 　ここで，Ò≠0 より，　a≠0
　　　　　 　したがって，　(x -3)-( y +2)+(z -1)=0
　　　　　 　よって，平面 ªの方程式は，　x - y + z=6

a≠0 であることを確
認する．

0°≤ß≤90°
2平面が共有する直線
を交線という．
①，②の連立方程式を 
x=( yの式)， 
x=( zの式) 
となるように xについ
て解く．

⑴　 平面 å： 3 x -4y -9z=6，平面 ∫：x +2 3 y +2 3 z=2 3 のなす角
ßと交線の方程式を求めよ．ただし，0°≤ß≤90° とする．

⑵　 2つの平面 å：3x - z=3，∫：2x + y -2z=4 に垂直で，点 (1，-2，3)
を通る平面 ªの方程式を求めよ．

練習

＊＊＊＊
C1.71

2 平面のなす角は,平面の法線ベクトルを考える
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